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Resumo: Esse trabalho explora o teorema fundamental para curvas espaciais,
destacando sua relevancia na geometria e na engenharia. Esse teorema afirma
gue uma curva no espaco é completamente determinada por sua curvatura e
torcdo. A curvatura indica a mudanca de dire¢do da curva, enquanto a tor¢cao
define o quanto essa ocupa o espaco tridimensional. Uma aplicacdo prética
deste conhecimento € o uso de certos tipos de curvas, como curvas de
transicdo, utilizada na construcdo de trechos de estradas e ferrovias onde é
necessario ligar dois trechos retos em direcdes diferentes. Uma curva de

s

transicdo € caracterizada por uma curvatura que varia linearmente,
proporcionando seguranca e conforto aos motoristas. Este trabalho integra
teoria matematica e aplicacdes praticas, evidenciando a importancia das curvas
na engenharia.

Palavras-chave: Curvas Planas. Curvas espaciais. Teorema de Frenet-Serret.
Geometria diferencial.

1. Introducéo
O presente trabalho tem como foco principal o teorema fundamental das

curvas espaciais, explorando sua aplicacdo na construcdo de estradas.
Inicialmente, sera feita uma breve introducdo sobre curvas no espaco, também
chamadas curvas espaciais apresentando 0s principais conceitos, como curva
parametrizada diferenciavel, vetores tangente, normal e binormal, curvatura e
torcao, etc.

O teorema fundamental das curvas espaciais afirma que, dadas duas
fungbes diferenciaveis k(s) et (s) existe uma curva a(s) com curvatura k(s) e
torcdor (s). A curva sera unica, fixado certas condi¢des iniciais. Além disso, se
duas curvas possuem mesma curvatura e torcdo, elas serdo congruentes, ou
seja, idénticas exceto por movimentos rigidos no espaco. Mostraremos como

esse resultado pode ser aplicado na construcdo de estradas por meio das

1 Universidade Regional do Cariri, email: nayara.alves@urca.br
2 Universidade Regional do Cariri, email: jaqueline.rodrigues@urca.br
3 Universidade Regional do Cariri, email: danilo.ferreiraa@urca.br




IX SEMANA UNIVERSITARIA DA URCA
XXVII Semana de Iniciacao Cientifica da URCA ISSN 1983-8174

I

771983817008

04 a 08 de NOVEMBRO de 2024 ’
ﬂ

Tema: “CIENCIA, TECNOLOGIA E AMBIENTE: MULTIPLOS SABERES E FAZERES”

curvas de transicdo que conecta dois trechos da estrada em diferentes

direcdes, fornecendo maior seguranca e conforto aos motoristas.

2. Objetivo

Apresentar o Teorema Fundamental das Curvas Espaciais, e mostrar
como este pode ser aplicado na construgdo de estradas, destacando como a
compreensao da curvatura e da torcdo pode melhorar a segurancga, a eficiéncia

do trafego e o conforto dos motoristas.

3. Metodologia

A abordagem metodologica deste trabalho compreende a revisao
bibliografica de parte da obra Keti Tenenblat (2008). Este estudo é fruto da
pesquisa desenvolvida no projeto Teorema Fundamental das curvas planas e

espaciais e aplicacdes, vinculada ao PIBIC URCA/FECOP.

4. Resultados

A seguir, apresentamos algumas nocdes basicas sobre curvas noR?3.

Uma curva parametrizada diferenciavel de R®* é uma aplicacéao
diferenciavel a:1 - R?® de classe C® sobre um intervalo I c R que a cada t
associa a(t) = (x(t),y(t), z(t)).

O vetor a'(t) = (x' (¢),y'(t),Zz'(t)) € chamado vetor tangente da curva a.
Dizemos que a é parametrizada pelo comprimento de arco se |a’' (s)| =1,Vs €
1. Nesse caso definimos

Se a:I - R é uma curva regular parametrizada pelo comprimento de
arco, entdo a curvatura de « em s € [ € o numero real

k(s) = |a"(s)|
A curvatura k(s) mede a velocidade da mudanca de diregéo da curva.

O vetor tangente € denotado por t(s)=a'(s) e se k(s) >0, o

a"(s)
k(s)

binormal @ em s por

vetorn(s) = , € denominado vetor normal a a em s. Definimos o vetor
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b(s) = t(s) x n(s).

Note que os vetores t(s),n(s) e b(s)séo unitarios e ortogonais entre si,
logo formam uma base do R?, chamado triedro de Frenet e esse satisfaz as
seguintes equacgodes

t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —1(s) b(s) - k(s) t(s)
b'(s) = t(s)n(s),
chamadas férmulas de Frenet, o nimero 7(s) € chamado tor¢édo da curva c.

Para uma demonstracao dessas formulas verifique a referéncia [2].

Exemplo 1: A hélice circular parametrizada pelo comprimento de arco é dada

por:
S S bs
a(s) = | acos——,asen , ,
Va? + b? Va? 4+ b? Va? + b?
A curvatura k(s) de a(s) é:
a
k(s)=|a(s)| = m

E a torcdo t(s)é dada por:

7(s) = (b’(s),n(s)) = —\,%-

Fonte: Livro “Introducéo a geometria.”

Os resultados obtidos através do triedro de Frenet tém aplicacdes
praticas significativas, especialmente na construgdo de estradas. Os célculos
da curvatura e a tor¢cdo sdo essenciais para o design de trajetos que garantam

seguranca e eficiéncia.
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Teorema fundamental das curvas espaciais

a) Dadas duas funcdes diferenciaveis k(s) > 0e 1(s),s €I c R, existe uma
curva regular a (s) parametrizada pelo comprimento de arco, tal que k(s) € a
curvatura e t(s) € a torcdo de aem s.

b) A curva a(s) é Unica se fixarmos um ponto a(sy) = py eR3, & (s9) =
vy, &' (so) = k(sy)v,, onde v, e v, sdo vetores ortonormais de R3.

c) Se duas curvas a (s) e f(s) ttm a mesma curvatura e torcdo (a menos de
sinal), entdo « e f sdo congruentes.

Aplicagcédo - Uma espiral de transi¢do no espaco tridimensional.

No problema de conectar dois trechos retos em uma estrada com
direcdes diferentes, a curva ideal € proposta por Arthur Newell Talbot no artigo,
The Railway Transition Spiral (1901), uma curva de transicdo com um raio de
curvatura variando suavemente ao longo da curva. Isso € feito supondo a
curvatura em cada ponto, proporcional ao comprimento de arco a partir do
ponto de origem da transicdo. Em [1], determina-se a parametrizacdo da curva

de transicdo, chamada clotoide ou espiral de Euler dada por

a(s) = <fscos (?) ds, fssen <§> ds) .

Suponha agora, o problema de conectar dois trechos retos sob uma
elevacdo ou declive especifica, ou seja, procura-se uma curva de transi¢cdo no
espaco tridimensional, nesse caso a tor¢cdo T e a curvatura k dessa curva
devem variar suavemente ao longo da curva. Pelo Teorema Fundamental das

Curvas Espaciais, existe um referencial ortonormal {t(s),n(s),b(s)}
satisfazendo as férmulas de Frenet e tal que a curva a(s) = fos t(r)dr é a curva

com curvaturak e torcdo t. Porém, tal parametrizacdo exige integracdo
numérica para ser apresentada. Para obter uma parametrizagdo explicita,

considere

a(r) = (for cosczﬁdt, for sen (?) dt, ar),
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com a,c € R constantes.

Essa curva apresenta uma curvatura variando proporcionalmente ao
longo da curva e terceira coordenada proporcional a um fator de elevacao ou
declive a € R. Note que nesse caso, a curva ndo estd parametrizada pelo
comprimento do arco, acurvatura k(r) varia proporcionalmente ao parametro r
da curva, mas a torgéo nao, pois

a(sen(cr?)+cr? cos(cr?))
r(1+a?)

k(r) = lel r, et(r) =

1+a?

Por fim, outras curvas sdo de grande utilidade na engenharia, por

exemplo, na engenharia mecénica, o formato de hélice nas molas helicoidais é

devido a capacidade de armazenamento de energia potencial elastica ao

suportar uma forca de compressao, absorvendo energia, fornecendo forca e
flexibilidade.

Concluséo

Concluimos que o estudo da geometria, especialmente em relacdo ao
teorema fundamental das curvas espaciais, € crucial para diversas areas, com
énfase na construcdo de estradas e ferrovias. As curvas no espaco
desempenham um papel fundamental na seguranca dos veiculos, permitindo o
projeto de trajetos que garantem confianca e eficacia no deslocamento.

Assim, a compreensao da geometria diferencial se torna essencial para
a criacdo de infraestruturas que atendam as necessidades de mobilidade e

seguranca.
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