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Superficies de Delaunay — O Catendide

Flavio Franca Cruz!, Yasmin Ferreira Carlos?

Resumo

O presente trabalho apresenta um estuda das superficies de Delaunay, ou
seja, superficie de revolucdo que possuem curvatura média constante. Apos
obtermos a EDO satisfeita por esta familia de superficies (Teorema de Ken-
motsu), nos restrigimos ao caso minimo, especificamente, analisaresmo o ca-
tenoide, que é obtido pela rotagao da catenéaria.

Palavras-chave: Superficie de revolucao. Superficie minima. Curvatura média
constante. Catenoide.

1 Introducao

Inicialmente apresentaremos os conceitos de geometria diferencial que serao neces-
sarios para deduzir nossos resultados.

1.1 Formas Quadraticas

Seja X : D C R? — R® uma superficie parametrizada regular. Definiremos duas
formas quadraticas sobre a superficie. A primeira esta relacionada ao comprimento
de curvas na superficie, ao angulo entre vetores tangentes e a area de regides da
superficie; enquanto a segunda esta relacionada a curvatura de curvas da superficie.

1.1.1 Primeira Forma Quadratica

Tomemos uma curva suave (u(t),v(t)) em D e seja X(t) = X (u(t),v(t)) imagem
da curva por X. Assim, X(¢) é uma curva espacial contida em X (D) cujo vetor
tangente é dado por

dX du dv
— = —X,+—X,.
dt dat= " + dt= "

Note que os vetores X, (u,v) e X, (u,v) formam uma base do plano tangente a X (D)
em X (t),
O quadrado do comprimento de % é dado por

dX dX
dt = dt

> =E)+2F () (V) + G)?
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Utilizando a notagao

Ix = E(u)?* + 2Fu'v' + G(v')*.

concluimos que o comprimento da curva sera

I

Com base nesta andlise definimos a forma quadrética Ix, chamada de primeira forma
fundamental de X (D), pondo

Ix(v) = |v]* = Ea* + 2Fab + Gb*

para qualquer vetor tangente v = a X, + bX, de X(S).

Observagao. As fungoes E(u,v), F(u,v) e G(u,v) sao diferenciaveis e ditas coefi-
cientes da primeira forma fundamental da superficie parametrizada X.

1.1.2 Segunda Forma Quadratica

O vetor normal a superficie parametrizada X (D) ¢ dado por
Xu N X,
X AX
onde A denota o produto vetorial. Se denotarmos
e =e(u,v) = (Xyu, N)(u,v)
f=f(u,v) = (Xuw, N)(u, v)
9 =9(u,v) = (Xy, N)(u,v),
um calculo direto nos da
<dQ—X, N> =e(u)? 4+ 2fu'v' + g(v')%
dt?
No intuito de captar a componente da derivada segunda de X na direcao do vetor
normal, definimos

IIx(v) = ea® + 2fab + gb*
para o vetor tangente v = aX, + bX,. A forma quadrética IIy é chamada de se-

gunda forma quadratica de X (D).

Observagao. As fungoes e(u,v), f(u,v) e g(u,v) sao diferenciaveis e chamadas
de coeficientes da segunda forma fundamental da superficie parametrizada X.
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1.2 Curvatura Média

Nesta secao introduzimos o conceito fundamental de curvatura média de uma su-
perficie. Precisaremos estabelecer algumas definicoes preliminares.

1.2.1 Curvatura Normal

Consideremos a notagao fixada acima. Seja ¢ = X (ug,vg) um ponto qualquer da
superficie parametrizada regular X (D). A funcdo curvatura normal de X em ¢ é a
aplicagao k, : T,X \ {0} — R definida por

w e T,X \ {0}. Quando restrita aos conjunto dos vetores unitarios, a fungao cur-
vatura normal assume seus valores de méximo e minimo. Os vetores onde a fungao
atinge tais valores sao denominados de diregcoes principais e os valores sao denomi-
dados de curvaturas principais. Assim, se w; e wy determinas as diregoes principais,
entao as curvaturas principais sao

K1 = Kn(wy) € ko = Kp(ws)

A curvatura média de X é de finida por

H:51+52.
2

Definimos ainda a curvatura gaussiana de X por
K = K1Kk2.

Podemos demonstrar que as curvaturas gaussiana e média utilizando sao as raiezes
da equacao quadratica

(EG — F*)k> — (Ge + Eg — 2F )k + eg — f*> = 0.

Em particular,

eqg — f2 1Ge+ Eg—2Ff
K=———-¢eH=-
EG-F2 " T2 EG-F?
Uma superficie cuja curvatura média é uma constante é dita uma superficie CMC.

Particularmente, se a curvatura média é nula dizemos que a superficie é minima.
Estamos interessados em superficies de revolugao CMC.

2 Superficies de Revolucao CMC

Seja a(u) = (f(u),0,9(u)),u € I C R,f > 0, uma curva regular. A superficie
X(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sen v, g(u)) é chamdada de superficie de revolugao gerada
pela curva . Quando calculamos a curvatura média de uma superficie de revolugao
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obtemos uma EDO em termos das fung¢oes coordenadas da curva geratriz. Neste
contexto, temos o seguinte

Teorema.(Solugao de Kenmotsu) Dada uma funcdo continua H = H(s), (s €
I), a curva generatriz de uma superficie de revolugao cuja curvatura média é dada
por H(s) é dada por

ofs) — b (G(t) + CQ)FI(t) — (F(t) _ Cl)Gl(t) ) — 8 -
;. ( /“ V(E() — )2+ (G(t) + 2)? dt + c3,V/(F(s) = 1)’ + (G(s) + c2) >,

onde o = «fs; H(s);c1;co;¢3), para ¢p,c,c3 € R constantes e F(t) e G(t) sao
definidas por

F(t) = /Otsen<2/0uH(s)ds)du e G(t) = /Otcos(Z/OuH(s)ds)du.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [2].
Aqui abordaremos o caso do caso H(s) =0. Assim, F'(t) =0 e G(t) = s. Logo

a(s) = a(s; 0;¢1; ¢2; ¢3) (/ —dt-l-c?,,\/cl (t+ca) )

Supondo ¢; # 0, através de uma mudanga de pardmentro do comprimento de
arco e uma homotetia nas coordenadas (z,y), provamos que «(s;0; c1; ¢2; ¢3), € uma
catenéria y = coshz. De fato, através de uma transformacao paralela do compri-
mento de arco 5 = s + ¢; e uma mudanca da variavel de integragao ¢ = t + ¢y,
a(s;0;¢q; o5 ¢3) se torna

</SL_df+c3,\/c§+§ 2>.
c2 \/C%+t2

Através de uma transformagao paralela do eixo x, colocamos

c3 = /C2 a dt
3 = —
0 VA+T?2

para co > 0, e

0 C1 _
- / A g
c2 \/C%+t2

para ¢ < 0. Porquanto, obtemos a curva

(/ mdt \/m) (00 < 5 < +00).

Assumiremos ¢ > 0. Resolvendo a integral da primeira coordenada, temos

x—/sLdt—clo <S+— V02+‘92) (s > 0)
0o VETE I c |
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Como y = v/¢% + 5%, obtemos

c 2
No sistema de coordenadas (z,y), a expressao acima é dada por y = cosh z, ou seja,
uma catendaria. Portanto, para c¢; # 0, a superficie minima obtida através da rotagao
¢ um catenoide.
Para ¢; = 0, X(s;0;0;¢2;¢3) é uma parte da linha 2 = ¢3 e, por conseguinte, a
supeficie de revolucao obtida é parte de um plano.

3 Conclusao

Concluimos o trabalho verificando que a tnica superficie minima de revolugao é
o catendide, que é obtida pela rotacao da catenaria. Apresentamos abaixo uma
imagema de um catenodide.

Figura 1: Catenoide construida no GeoGebra.
Cl o

b-1 :
5 ° 5 0
a = Superficie((b t, b cosh(t) cos(0), b cosh(t) sen(f)),t,—10,10,0,—10,10) :
~ (bt, b cosh(t) cos(6), b cosh(t) sen(9))

O

+  Entrada..
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