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FLUXO DE CALOR EM UM FIO

Matheus Evangelista Vieira' € Ricardo Rodrigues de Carvalho®

Resumo

Neste trabalho apresentaremos a modelagem matematica para a variagao da temperatura
ao longo de um fio metdlico. Este fenomeno fisico foi estudado pela primeira vez pelo
matematico francés Joseph Fourier no século XIX. Para esse estudo, faremos as seguintes
consideragoes:

(I) Consideramos um fio metélico fino;

(IT) A segao transversal do fio possui drea constante o;

(ITI) A densidade p do material é constante;

(IV) A superficie lateral do fio estd isolada termicamente a ponto de ndo permitir troca
de calor com o ambiente.

Denotando por u(z,t) a temperatura da se¢ao do fio no ponto z e no instante ¢, conside-
rando a equacao fundamental da calorimetria e a lei de Fourier para transferéncia de calor,

obtemos: 5 52
84;(:5715) - a27u(x,t), (%)

onde a denota uma constante que depende da densidade e condutividade térmica do fio
metdalico. A equagdo (*) é conhecida como ”equacdo do calor”.

Palavras-chave : Equacao do calor, Lei de Fourier.

HEAT FLOW IN A WIRE

Abstract

In this work we will present the mathematical modeling for the variation of the temper-
ature alog a matallic wire. This physical phenomen was first studied by the french mathe-
matician Joseph Fourier in the nineteenth century. For this study, we will make the following
considerations:

(I) We consider a thin metal wire;

(IT) The cross section of the wire has constant area o;

(IIT) The density p of the material is constant;

(IV) The side surface of the wire is thermally insulated to the point of not allowing heat
exchange with the environment.

Denoting by u(z,t) the temperature of the section of the wire at the point = and time
t, considering the fundamental equation of the calorimetry and the Fourier law for the heat
transfer, we obtain:

ou L 0%u
E(l}t) =a 7($,t), (*)

where a denotes a constant that depends on the density and thermal conductivity of the
wire. The equation (x) is known as the "heat equation”.
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1 Introducao

O surgimento da teoria do célculo diferencial e integral em meados do século XVI, e
sua formulacdo definitiva por Newton e Leibniz no século XVII, possibilitou o estudo de muitos
fenémenos fisicos. O fenémeno fisico do fluxo de calor através de um fio metélico foi analisado
pela primeira vez pelo matematico francés Joseph Fourier no século XIX. Foi no estudo desse
fenémeno que surgiu a teoria das séries de Fourier que é uma ferramenta matemética
imprescindivel no estudo de diversos fenomenos fisicos. No presente trabalho, faremos apenas a
modelagem do fenémeno do fluxo de calor através de um fio metéalico. Para uma abordagem
mais completa, isto é, andlise da solucdao do problema modelado, recomendamos ao leitor as
referéncias bibliograficas [1] e [2].

2 Objetivos

Modelagem do fenomeno fisico do fluxo de calor em um fio.

3 Preliminares

Para o estudo que se pretende fazer aqui necessitaremos, como pré-requisito, do curso
de Célculo Diferencial e Integral III.

4 Fluxo de calor em um fio

Iniciaremos considerando um fio suficientemente fino, metélico e cilindrico, com as
seguintes suposicoes:

(I) A area da segao transversal é constante e igual a o;

(IT) A densidade p do material serd considerada constante ;

(III) O calor especifico do material sera denotado por c.

Vamos denotar por u(z,t) a temperatura da se¢ao do fio no ponto x e no instante ¢.
Aqui assumiremos que u(z,t) é de classe C? em relagio a x e classe C! em relacio a t.

Inicialmente pretendemos determinar a quantidade de calor Q(¢) no segmento
[z, + Az] do fio, no instante t. Para isso, consideramos uma partigao do intervalo [z, z + Az]
de tal modo que x = xp < r1 < 22 < ... < T = ¢ + Az. Agora, e ultilizando a equagao
fundamental da calorimetria, obtemos um valor aproximado para a quantidade de calor Q;(t)
em um subintervalo [x;_1, z;] dessa parti¢do, no instante ¢, dado por

Ql<t) = O'pC(.’I,'Z' - l’i—l)u(&j, t)?

sendo & um ponto qualquer no intervalo (x;_1, z;). Portanto, podemos concluir que a
quantidade de calor Q(t) no segmento [z, x + Ax] serd, aproximadamente,

Q(t) ~ Z opc(x; — xi—1)u(&, t).
i=1

Sendo assim, obtemos que a quantidade de calor Q(t) no segmento [z, z + Ax], no
instante t, sera

n

Q(t) = lim ZUPC(!M — xi—1)u(&, t), (1)
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sendo || A ||=max {(z; — xi—1),i =1,....,n}.

Devido as hipéteses assumidas para a fungao u decorre de (1) que

r+Ax
At = [ apeuts. vy @)
xX
Pela lei de Fourier, concluimos que o calor flui através da secao reta em x por
ou
—ko—(x,t
Uax (:L" )’

onde k serd a constante de condutividade térmica do material. O mesmo se vale para o ponto
x + Ax, isto é, o calor flui através da secdo reta em x + Az por

ou
—ka%(:v + Az, t).

Sabendo que a taxa de variacao da quantidade de calor no segmento [z, x + Az] é igual
a diferenca do calor que flui no ponto z e o que flui no ponto x + Az, obtemos:
oQ ou

Bt = ko [(%(:E + Az, t) — ?;:(%t)} . (3)

Portanto, decorre de (2), (3) e do teorema de Leibniz que

THAT g G, 9
[ e e = ko | Stk Aat) - GG @)

Finalmente dividindo ambos os membros da igualdade (4) por Az e aplicando o limite

com Az —> 0, obtemos
ou 0%

R— a s
ot 0z
2_ k
=
Agora vamos supor duas situacoes que podem ocorrer. A primeira é que em todo ponto
do fio exista uma fonte externa de calor com intensidade igual a f(z,t). Considerando essa

fungao continua, entao a quantidade de calor no segmento [z, z + Az] do fio, serd dada por

r+Azx
/ F& 1)t

Sendo assim, e repitindo o raciocinio adotado anteriormente, obtemos:

para todo ponto x do fio, com a

ou 5 0%u

— =a"— + F(x,t 5

ot =@ g TE@, 5)
para todo z do fio, no instante ¢, sendo F = - f.

pco
A outra situacao seria considerar que haja perda de calor proporcional a temperatura
u(z,t) em todos os pontos z do fio, no instante ¢. Com isso obteremos a equagao

ou _ 0%
ot " o2

denominada equacao de radiacao (k constante).

— ku, (6)1

A equagao final conterd as Eqs. (5) e (6), tal que

ou 5 0%u
a—a] @%-F(x,t)—ku,

em todo ponto x do fio, no instante t.
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