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Projeção Estereográfica e Algumas Propriedades Envolvendo Paralelos e
Meridianos

Resumo: A projeção estereográfica de uma esfera de raio n
2 , n > 0, centro

(0,0, n
2 ) e equação dada por x2+ y2+(

z − n
2

)2 = (n
2

)2 , projeta a esfera no plano tan-
gente {z = 0} que denotaremos por R2×{0}. Mais precisamente, a projeção estere-
ográfica é a uma aplicação que transforma pontos de uma esfera em pontos do
plano tangente R2× {0} através de retas que passam pelo ponto norte N = (0,0,n)
e qualquer outro ponto P 6= N da esfera. Esse processo nos fornece a aplicação
πN : S2

n/2((0,0,n/2))− {N } → R2 × {0} definida por πN (x, y, z) = [ n
n−z

] · (x, y,0). Os me-
ridianos e paralelos são, respectivamente, grandes círculos que passam pelos
polos (norte e sul) e círculo paralelo ao plano R2 × {0} (denotados por M e P ) e
reservam propriedades interessantes quando projetadas pela projeção estereo-
gráficas. Uma delas são: transformam os meridianos em retas que passam pela
origem e transformam os paralelos em círculos que passam pela origem. E mais,
ângulos entre dois meridianos são preservados e meridianos e paralelos (bem
como suas projeções) se intersectarem ortogonalmente.
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Comprimento de Arco.

1 Introdução

A projeção estereográfica reserva diversas propriedades interessantes. Uma
dela é a propriedade conforme, ou seja, as medidas de ângulos são preservadas.

Neste trabalho, iremos descrever a expressão geral de uma projeção estere-
ográfica tomando como base uma esfera do tipo

x2 + y2 + (
z − n

2

)2 = (n
2

)2 .
Em seguida vamos mostrar propriedades básicas dessa aplicação. Por exem-

plo, vamos projetar meridianos e paralelos, como também iremos mostrar que
suas projeções se intersectam ortogonalmente.

2 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo investigar o comportamento da proje-
ção de paralelos e de meridianos.
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3 Metodologia

Dados p = (p1, p2, p3) ∈ R3 e r ∈ R, a esfera bidimensional, com centro em p e
raio r, será denotada por

S2
p (r ) = {

(x, y, z) ∈R3 | (x −p1)2 + (y −p2)2 + (z −p3)2 = r 2
}

.

A esfera S2 := S2
(0,0,n/2)(n/2) retirando o ponto {N }, onde N é polo norte, será

identificada com plano
∏

x y =R2 × {0} pela aplicação
πN : S2

(0,0,n/2)(n/2)− {N } −→ R2 × {0}
p = (x, y, z) 7−→ q

chamada de projeção estereográfica que a cada ponto p em seu domínio, associa
q ∈R2 × {0} da seguinte maneira: considere a interseção da reta N + t (p −N ) com
o plano R2 × {0}. Dessa maneira, existe t0 ∈R tal que q := N + t0(p −N ) ∈∏

x y .
A saber, o valor de t0 é n

n−z . Portanto,

q =
( nx

n − z
,

ny

n − z
,0

)
.

A expressão analítica da aplicação πN é
πN (x, y, z) = n

n − z

(
x, y,0

)
.

A expressão de sua inversa é

π−1
N

(
x, y,0

)= (
n2

x2 + y2 +n2
· x,

n2

x2 + y2 +n2
· y,− n2

x2 + y2 +n2
·n +n

)
.

x

z

y

p

q

N

3.1 PROJEÇÃO DE PARALELOS

Os paralelos da esfera S2 corresponde as circunferências formada pela inter-
seção do plano

πh : z = h 0 < h < n,
com a própria esfera S2, o qual denotaremos por Ph . Por definição, quaisquer dois

pontos p = (x, y,h), p̃ = (x̃, ỹ ,h) ∈Ph satisfazem a igualdade
x2 + y2 = (n

2

)2 − (
h − n

2

)2 = x̃2 + ỹ2.
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Analisaremos o que acontece com a imagem do conjunto Ph via πN . Mais
precisamente, vamos mostrar que

πN (Ph) = S1
(0,0,0)(r )

onde r = n

n −h

√(n
2

)2 − (
h − n

2

)2.

Dados os pontos p = (x, y,h), p̃ = (x̃, ỹ ,h) ∈Ph , note que
d

(
πN (S),πN (p)

) = d(S,πN (p))

= n

n −h

√
x2 + y2

= n

n −h

√
x̃2 + ỹ2

= d(S,πN (p))
= d(πN (S),πN

(
p̃

)
)

Como
d(πN (S),πN

(
p

)
) = d(πN (S),πN

(
p̃

)
),

segue que πN (Ph) é um círculo contido no plano R2 × {0} com centro (0,0,0) e raio

|πN (p)| = n

n −h

√(n

2

)2
−

(
h − n

2

)2
.

x

z

y

N

pp̃

πN (p)πN (p̃)

3.2 PROJEÇÃO DO MERIDIANO

Os meridianos são obtidos fazendo a interseção do plano
πα : y =αx α ∈R,

com S2 − {N }. Vamos denotar essa interseção por Mα. Note que Mα∩Ph é um con-
junto formado por apenas dois pontos.

Dado p = (x, y, z) ∈Mα, por definição, y =αx e
πN (p) = nx

n − z
(1,α,0).

uma vez que α é fixado, o terno vα := (1,α,0) é o vetor diretor de uma reta que passa
pela origem de R2 × {0}.

Portanto,
πN (Mα) = [(1,α,0)].

Em S2 podemos definir a seguinte relação: p1 ∼α p2 ⇔ p1, p2 ∈Mα.
A relação ∼α é de equivalência, pois satisfaz claramente as propriedades:
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1. Transitividade:se p1 ∼α p2 e p2 ∼α p3, então p1 ∼α p3 para todo p1, p2, p3 ∈ S2.

2. Reflexividade: se p1 ∼α p2, então p2 ∼α p1 para todo p1, p2 ∈ S2.

3. Simetria: Sempre temos p ∼α p para todo p ∈ S2.

O espaço πN (S2/∼α) é chamado de linha projetiva e denotada por RP 1.

x

z

y

N

p

πN (p)

3.3 ÂNGULOS ENTRE MERIDIANOS E PARALELOS

Dados dois meridianos Mα,Mβ de S2 − {N }, não é difícil ver que Mα∩Mβ =
{(0,0,0)}. O ângulo formado pelas projeções de Mα e Mβ é

^(πN (Mα),πN (Mβ)) = arccos
〈(1,α,0); (1,β,0)〉
‖(1,α,0)‖‖(1,β,0)‖

= arccos
〈vα; vβ〉
‖vα‖‖vβ‖

Note que
^(Mα,Mβ) =^(πN (Mα),πN (Mβ)).

De fato, basta lembrar que o ângulo entre curvas é determinado calculando
os ângulo entre os vetores tangente de sua interseção.Como os vetores (1,α,0)
e (1,β,0) são, respectivamente, os vetores tangentes dos meridianos Mα e Mβ,
segue o desejado.

x

z

y πN (Mβ)
πN (Mα)

θ

θ
MβMα
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Pelo que foi discutido logo acima, observe que a soma dos ângulos interno
de um triângulo na esfera formado por um paralelo e meridiano é maior que 180◦.
Para ver isso, basta considerar qualquer triângulo formado pelos meridianos Mα,
Mβ e o paralelo Ph . Como

^(Mα,Ph) =^(Mβ,Ph) = π
2 .

segue que
4MαMβPh = 2 ·^(Mα,Ph)+^(Mα,Mβ) =π+ (Mα,Mβ) > 0.

4 Resultados

Com base na proposta desse artigo, que é expor algumas relações entre
entes geométricos presente na esfera de raio qualquer com as suas imagens,
verificamos que os paralelos são transformados em círculos, os meridianos são
transformados em retas e os ângulos entre meridianos são invariantes pelas pro-
jeções.

5 Conclusão

A Projeções Estereográfica é uma representação bidimensionais da esfera.
Essa projeção possuem determinadas características e apresentam deforma-
ções. Mais precisamente, os paralelos (semicírculo paralelo ao plano Πx y ) e os
meridianos (grandes círculos que passam pelos polos), são ortogonais entre si e
são transformados pela projeção estereográfica em linhas retas e círculos, res-
pectivamente.
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