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The Moon in a Puddle: Um Teorema
Local-Global em Geometria Diferencial

Jucy Saraiva Sindeauzﬂ e Flavio Franca C’ruﬂ

Resumo

Neste trabalho, apresentamos o Teorema The Moon in a Puddle.
Este teorema é um exemplo de resultado que possui apenas hipéteses
locais mas cuja tese tem carater global. Precisamente, o Teorema
afirma que se uma curva simples e fechada possuir curvatura limitada
por 1 entao a regiao delimitada pela curva possui um circulo de raio 1.
Para a realizagao da demonstracao deste Teorema, utilizamos o lema
que fala que seja gamma um loop plano, regular, suave e simples, entao
existe um ponto de gamma (diferente da base), onde seu circulo oscu-
lador sigma suporta gamma por dentro. E, por fim, conseguimos uma
aplicacao que mostra que qualquer curva plana suave simples e fechada
é suportada por seu circulo osculador em quatro pontos distintos; dois
por dentro e dois por fora.

Palavras-chave : Teoremas tipo Local-Global, Teorema The Moon
in a Puddle Theorem, Curvas fechadas

The Moon in a Puddle: A Local-Global
Theorem in Differential Geometry

Abstract

In this work, we present the Theorem The Moon in a Puddle. This
theorem is an example of a result that has only local hypotheses but
whose thesis has a global character. Precisely, it states that a if a simple
closed curve has curvature bounded by 1 then the region bounded by
the curve has a circle of radius 1. To carry out the proof of this
Theorem, we use the lemma that says that be gamma is a simple
smooth regular plane loop then at one point of gamma (distinct from
its base), its osculating circle supports from inside. And, finally, we
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get an application that shows that any smooth regular simple plane
curve is supported by its osculating circlines at 4 distinct points; two
from inside and two from outside.

Keywords: Local-Global Theorem, The Moon in a Puddle Theorem,
Closed curves

1 Introducao

O Teorema The Moon in a Puddle consiste em um dos mais significativo
exemplo de um teorema local-global no contexto da geometria diferencial.
Surpreendentemente, este teorema nao €, pelo menos ainda, bem conhecido.
Um dos objetivos deste trabalho é reparar essa omissao chamando atencao
para este resultado.

2 Preliminares

Iniciamos apresentando alguns conceitos que serao importantes na sequéncia.
Uma curva plana suave é uma aplicacao diferencidavel a: I C R — R2, de-
finida num intervalo I. Quando I = [a,b] e a(a) = a(b), dizemos que « é
fechada. Se « é injetiva em (a,b) dizemos ainda que « ¢é simples. No que
segue, vamos definir a curvatura de a.

Fixado um vetor unitario v € R?, consideramos a funcao diferencidvel
que mede o angulo entre cada vetor tangente & curva dada e v. A taxa de
variacao dessa funcao-angulo num determinado ponto, constitui, entao, uma
medida de variacao de direcao da reta tangente numa vizinhaca desse ponto,
e, portanto, uma legitima noc¢ao de curvatura. Mais precisamente, considere
a funcdo v : I € R — S! onde, S' é o circulo unitério do R? centrado na
origem. Note que

v(t) L (t)
ou seja,
(v(t),7' (1)) = 0.
De fato, como [|y(t)|| =1,V € I, entao

(v(£),~(1)) = 1.
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Derivando a igualdade acima, obtemos

d d

70O =-(1)=0 = (), 7(1)) + (v(t),7'(2)) = 0.

Logo

20(8),7/(8)) = 0.
Dizemos que # é uma fungao angulo de v se y(t) = (cos(6(t)),sen(t)), Vt €
1. Note que, se 0 é uma fungao angulo de v entao

onde J : R? — R? é rotacao por 90 graus no plano, ou seja, J(z,y) = (—y, ).
Portanto,

VY (#) = 6'(t)T (v (1))

Tomando o produto interno com J(7y(t)), obtemos

(T (0),7' (1)) = (O (1) T (v(£)), T(+(1)))
=0'(t) [|7(+(t)”

e concluimos que

0'(t) = det(v(t), 7 (t)).
Como consequéncia da relacdo acima, prova-se que qualquer funcao dife-
rencidgvel v : I € R — S! possui uma funcio angulo e quaisquer duas
fungoes angulo de « diferem por uma constante. Isso nos permite definir
curvatura como segue: Seja o : I € R — R? uma curva regular parame-
trizada pelo comprimento de arco. A curvatura de o« em s € I é definida

por
k(s) =0'(s)

onde # é uma funcdo angulo de o : I C R — S'. Para mais detalhes sobre
a definigdo de curvatura via fungao angulo, indicamos o livro [2].

3 Resultados

Nesta secao apresentaremos o enunciado e a prova do Teorema The Moon
in a Puddle. Iniciaremos com o enunciado.
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Teorema 1 (The Moon in a Puddle) Seja v uma curva plana simples e
fechada. Se o mddulo da curvatura de v é limitado por 1 entdo a regido
limitada por v possui um disco de raio 1.

Apresentaremos a demonstragao dada por A. Petrunin e S. Barrera em
[1]. Cabe ressaltar aqui que o resultado andlogo para superficies nao vale, ou
seja, ha um corpo sélido V' no espaco Euclidiano limitado por uma superficie
suave cujas curvaturas principais € limitada em valor absoluto por 1, tal que
V' nao contém uma bola unitéria.

Precisamos fixar mais uma nomenclatura. Uma aplicagao « : [a,b] —
R? tal que a(a) = a(b) serd chamada de loop de ponto base a(a). Um loop é
suave, regular e simples se for suave e regular em [a, b] e injetivo no intervalo
aberto (a,b). Na nossa defini¢ao, o que diferencia um loop de uma curva é
a singularidade (bico) que pode ocorrer no ponto base do loop.

No que segue, vamos usar o termo circline para abreviagao de circulo
ou reta. Observamos que o circulo osculador de uma curva regular suave é
definida em cada um dos seus pontos como o circulo ou reta que intersecta
a curva naquele ponto, é tangente e possui curvatura igual a curvatura da
curva naquele ponto.

Suponha que v é um loop plano, suave, simples e fechado. Dizemos que
a circline ¢ suporta v no ponto p se o ponto p estd em ambas o e v e a
circline o estd em uma das regides fechadas delimitadas por v no plano. Se,
além disso, esta regiao é limitada, entao dizemos que o suporta v por dentro.
Caso contrario, dizemos que o suporta y por fora.

Lema. Seja v um loop plano, regular, suave e simples. Entao existe um
ponto de v (diferente da base), onde seu circulo osculador o suporta y por
dentro.

Prova. Denotemos por F' a regiao fechada e limitada cujo bordo é ~.
Suponha, por contradicao, que a proposi¢ao nao é verdadeira, ou seja, para
cada p € v, diferente do ponto base pg de v, o circulo osculador o de raio
ﬁ que é tangente a v em p nao estd contido em F. Fixado py # p € 7,
vamos considerar o circulo maximal o de v em p, ou seja, o satisfaz

i) o é tangente a v em p;

ii) o estd contido em F;

iii) o é o circulo de maior raio com propriedades i) e ii).

Chamaremos o de incirclo de v em p. Note que o raio r de o é menor que
ﬁ, pois o circulo osculador de ¢ em p tem raio ﬁ e nao estd em F.
Portanto a curvatura x, do circulo ¢ é maior que a curvatura de v em p, ou

seja,
1

ke = - >k .
7“> 'y(p)
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Portanto, como ¢ e v sao tangentes em p, existe uma vizinhancga de p em
v (e em o), onde v e o intersectam-se apenas em p. Mais precisamente, hé
uma vizinhanca de ¢ em p que estd acima de . Note que ¢ necessariamente
intersecta v em um outro ponto além de p, pela condi¢ao (iii) acima. Fi-
xada essa configuracao, agora vamos comegar a construir uma sequéncia de
incircles (o;,) como segue: Escolhemos um ponto p; # pp em =y e denotamos
por o1 o incirclo de v em p;. Seja g1 um outro ponto de o1 que esta em .
Vamos denotar por v; um arco de « entre p; e q;. Vamos denotar por 61 e
o1 os dois arcos de o1 que ligam p; e ¢; de tal modo que &1 esta contido da
regiao delimitada pela uniao de v e 1 (veja a figura abaixo).

Sejam g2 o ponto médio de 71 e o9 o incircle de v em po.

Afirmacgao: o, nao intersecta oj.

De fato, suponhamos por contradicdo, que &1 intersecta oy no ponto s.
Entao existem x,y € &1 N o2, pois o2 estd em F' e como o9 é um circulo, ha
dois arcos de oy ligando ps a s. Portanto, 01 = 09 uma vez que estes dois
circulos possuem trés pontos em comum, a saber, s,z e y. Por outro lado,
por construcao, py € o3 e py ¢ o1 - uma contradicao.
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Sabemos que o9 intersecta v em outro ponto, além de ps. Segue da
afirmagao acima que o9 nao intersecta «y \ 7;. Portanto, oy intersecta y; em
um ponto go diferente de p2. Seja 2 um arco de 1 que parte de ps e vai até
o primeiro ponto ¢s de intersecao entre v e 2. Como po é o ponto médio
de 71, segue que

L(v2) < %L('Yl)-

Repetindo esse processo, ou seja, tomando p3 o ponto médio do arco s e
o3 o incircle de v em p3, e assim sucessivamente, obtemos uma sequéncia de
arcos v,,n € N de ~ tais que

Y1 OV CY3 D . D VYn O ...

L(’Vn) < L(’Yn—l)

(52002).

<

N = N =

ou seja,

L(v,) < QTl_lL(’h)‘

Em particular,
L(v,) — 0 quando n — oo.
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Agora note que
n
Tn = ﬂ Yk
k=1

e como L(7,) — 0, concluimos que
o
m Ve = {poo}' (I)
k=1

Sejam o 0 incirclo de v em po € oo um outro ponto de oo, que intersecta
~v. Como ¢s € i, Vk, segue que oo € Vi, Vk, pela construcao dos vy feita
acima. Dai, segue de (I) que poo = goo — uma contradicao.

Aplicando o Lema acima podemos demonstrar o Teorema The Moon in
a Puddle.
Demonstragao do Teorema 1. O lema acima garante que y possui um ponto
p onde o circulo osculador ¢ de v em p esta dentro da regiao delimitada por
~. Por hipétese, a curvatura k(p) de v em p satisfaz

k(p)l <1 (3.1)
Logo, o raio do circulo o satisfaz
= . >1
k(p)| —

Portanto, o disco delimitado por ¢ tem raio r > 1 e estd dentro da regiao
delimitada por «. Logo, diminuindo o raio de ¢, se necesario, obtemos um
disco de raio 1 dentro da regiao delimitada por ~.

Aplicacao: O Teorema dos Quatro Vértices. Inicialmente lembramos
que o vértice de uma curva regular suave é definido como um ponto critico
da funcao curvatura da curva. Em particular, qualquer minimo local (ou
méximo) da curvatura é um vértice. Por exemplo, todo ponto do circulo é
um vértice do mesmo.

O cléassico Teorema dos Quatro Vértices diz que qualquer curva plana
reqular suave fechada sem auto-intersecies, tem pelo menos quatro vértices.
H& muitas provas e diferentes generalizacoes deste resultado. Aqui apresen-
taremos um esbocgo da prova do Teorema dos Quatro Vértices, utilizando o
Teorema The Moon in a Puddle como ferramenta principal.

O fato fundamental que utilizaremos aqui é que se o circulo osculador o
em um ponto p de uma curva v suporta 7 (por dentro ou por fora), entao p

XXV Semana de Iniciagao Cientifica da URCA, 2022 7



Anais da XXV Semana de Iniciacao Cientifica Comunicagao Oral

é um vértice de y. Portanto, o seguinte teorema é de fato uma generalizagao
do Teorema dos Quatro Vértices:

Teorema 2 Qualquer curva plana suave simples e fechada é suportada por
seu circulo osculador em quatro pontos distintos; dois por dentro e dois por
fora.

Demonstragao. Seja vy uma curva suave simples e fechada. De acordo com
o Lema apresentado acima, had um ponto p € v tal que seu circulo osculador
suporta 7y de dentro. A curva 7 pode ser considerada um loop com p sendo
sua base. Portanto, o lema garante a existéncia de outro ponto g € v com
a mesma propriedade. Isto mostra a existéncia de dois circulos oculadores
que suportam -y por dentro. Resta mostrar a existéncia de dois circulos
osculadores que suportam = de fora. Aplicando uma inversdo com relagao a
sigma a curva 7y obtemos uma curva 1 que estd na regiao delimitada por o
e, em particular, ndo intersecta . Argumentando como acima, concluimos
que a curva 1, também tem dois circulos osculadores que a suportam por
dentro.

Para concluir o resultado, basta observar que estes circulos osculadores
de 1 sao imagens pela inversao de circulos osculadores de v que suportam
~ por fora. De fato, o circulo osculador de v em p pode ser definido como
0 Unico circulo que tem contato de segunda ordem com < em p. Por outro
lado, a inversao, sendo um difeomorfismo local longe do centro de inversao,
nao altera a ordem de contato entre as curvas. Finalmente, note que que a
regiao ilimitada limitada por v é mapeada na regiao limitada cujo bordo é
~v1. Portanto, esses dois circulos osculadores que suportam ~; por dentro,
correspondem a dois circulos osculadores que suportam -~ por fora.
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