VI SEMANA UNIVERSITARIA DA URCA
XXIV SEMANA DE INICIACAO
CIENTIFICA DA URCA

13 a 17 de Dezembro de 2021
Tema: "Centenano de Paulo Freire: contribuigdo da divulgagdo
cientifica e tecnoldgica em defesa da vida, da cidadania e da
educagdo”

O PROBLEMA DE PLATEAU E AS SUPERFICIES MINIMAS
Henrique Bezerra Alcantara’, Jocel Faustino Norberto de Oliveira®

Resumo

Por meio desse trabalho vamos definir o conceito de superficie minima através
do famoso problema de Plateau, usando alguns resultados da teoria das curvas e
superficies. O problema pode ser, a grosso modo, descrito da seguinte maneira:
fixada uma curva, encontrar dentre todas as superficies que contém esta curva,
aquela cuja area determinada por ela e a curva, seja minima. Veremos que as
solucdes para este problema resultam em superficies cuja curvatura média se
anula em todo lugar.

Palavras-chave: Problema de Plateau. Superficies minimas. Curvatura
média.

1 Introducao

As superficies minimas sao geralmente associadas as peliculas de sabao,
que podem ser obtidas mergulhando uma moldura formada por um arame em
uma solugao de sabao e retirando-a em seguida com cuidado. Se o experimento
for bem executado, obtém-se uma pelicula de sabao que tem o arame como
fronteira. Nesse trabalho, estudaremos o problema de Plateau, que foi motivado
pela conexao entre as superficies minimas e peliculas de sabao, mostrando por
consideracoes fisicas, que a pelicula assume a posicao onde, em seus pontos
regulares, a curvatura média é nula.

2 Objetivos

Apresentar o conceito de superficie minima através do problema de Plateau,
usando alguns resultados importantes no estudo de geometria diferencial das
curvas e superficies, para a demonstragao do problema.
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3 Metodologia

Através do uso da dissertacao: Topicos de Geometria Diferencial, de Ricardo
Alexandre Batista, definimos o conceito de superficie minima por meio do pro-
blema de Plateau. Resultados importantes da geometria diferencial de curvas e
superficies sao usados para a demonstracao do problema.

4 Resultados

Definiremos o conceito de superficie minima através do seguinte Problema:

4.1 O Problema de Plateau

Seja X : U c R? — R?® uma superficie parametrizada regular. Escolha um
dominio limitado D c U e uma fungao diferenciavel h : D — R onde D & a uniéo
do dominio D e sua fronteira 9D. A variagao normal de X (D), determinada por
h, é a aplicagdo ¢ : Dx| — ¢, e[— R3 dada por

o(u,v,5) = X(u,v) + sh(u,v)N(u,v); (u,v) € D, s €] —¢,¢|.

Para cada s €] — ¢, ¢[ fixado, a aplicagdo X* : D — R? dada por X*(u,v) =
o(u, v, s) € uma superficie parametrizada com

XS

0 =X, + shy,N + shN,
ou
XS

g = X, + sh,N + shN,.
ov

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao

B = (X?, X5 = E + 2sh(X,, N,) + s*h*(N,, N,) + s°h>
F* = (X3, X5) = F + sh({Xy, Ny) + (Ny, X)) + 52h*(Ny, N,) + s%h,h,

v

G* = (X5, X5) = G + 2sh{X,, N,) + s*h*(N,, N,) + s°h?

v

fazendo
—€ = <Xua Nu>
_2f — <Xu7 Nv> + <Xv7 Nu>
—g = <Xv7 Nv>
obtemos

E* = E — 2she + s*°h*(N,, N,) + s*h?
F* = F — 2shf + s*h*(Ny, N,) + §%h,h,
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G* = G — 2shg + s°h*(N,, N,) + s*h2.
Sabemos que a curvatura média € dada por

H_Eg—ZFf-i—GG
~ 2(EG - F?)

Logo

E*G* — (F*)? = EG — F* — 2sh(Eg — 2F f + Ge) + R
= (EG — F?) —2sh[2H(EG — F*)]+ R
= (EG — F?)(1 —4shH)+ R

onde lim,_,o(£) = 0 pois todos os termos de R contém pelo menos um s?.
Portanto

| X5 x X? ||= E*G* — (F*)> = (EG — F?)(1 — 4shH) + R
Segue-se que para ¢ > 0 suficientemente pequeno, X* é uma superficie pa-
rametrizada regular pois

lim || X x X ||=lim(EG — F?)(1 —4shH)+ R = EG — F* + lim R
S— S—

s—0

:EG—F2+lims(§) = FEG—F*>0.

s—0 S

Assim, para ¢ > 0 suficientemente pequeno
XEx X240,

Além disso, a area A(s) de X*(D) é

A(s)://f)\/mdudv://D\/(EG—FQ)(l—LlshH)Jerudv

= 4/ (EG — F?)(1 — 4shH) + L(EG — F?)dudv
[y e

_ //D V(EG = F2)(1 — 4shH + R)dudv

onde R = (55" Portanto,

Als) = / / V1 —4shH + RVEG — F2dudv.
D

Assim, para ¢ suficientemente pequeno, A é uma funcao diferenciavel e sua
derivada em s = 0 é calculada da seguinte forma:
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A'(0) = lim Als) = A0 _

s—0 S s—0

// (vV/1—4shH + R — \/1+E)\/EG—F2dudv

_ // (lim VI dshH + R - v1+ R) VEG — Fedudy.
D S

s—0

Mas

. V1—4shH+R—+\1+R _hm(\/l—élshHJrﬁ— V1+R)(V1—4shH + R+ 1+ R)

Py s 50 s(V/1—4shH + R+\/1+R)

~im 1—-4shH+R—-1—-R Mim —4hH _ _ongl

s205(v/1—4shH+R+V1+R) *9V1—4shH+R+\V1+R

Desde que lim,_,o R = lim,_,q ﬁ = 0 pois lim,_,o R = 0.
Portanto

A(0) = / / —2hHVEG — F2dudw.
D

Dada uma curva v em R3, consideremos para cada s €] — ¢, ¢|, a familia de
superficies parametrizadas regulares X* : D — R3 onde D = int(7), com 7 uma
curva simples fechada contida em U, tal que v = X® o 7.

Entao

A(s) = / / V1 —4shH + RVEG — F2dudv.
D

Se a area determinada por X = X e a curva v € minima dentre todas as su-
perficies que contém esta curva, entao A deve ter um minimo absoluto em s = 0.
Assim, A’'(0) = 0 para todas as familias de superficies como acima. Portanto
[ [52hHVEG — F2dudv = 0 para toda fungao diferenciavel h : D — R.

Em particular, para h : D — R dada por h(q) = H(q),q € D,hH = H* e
portanto | [;2H*VEG — F?dudv =0 e como vVEG — F? > 0e 2H*VEG — F? >
0, isto s6 € possivel se H = 0.

Isso sugere a seguinte definicao:

Defini¢cao: Uma superficie minima é uma superficie cuja curvatura média € iden-
ticamente nula.

Exemplo: Um catendide € uma superficie gerada pela rotacao da curva = =
< coshaz no plano Ozz em torno do eixo Oz, onde a € uma constante nao nula.
Tomemos a = 1 por simplicidade.
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O catendide pode ser parametrizado por
X (u,v) = (coshucosv, coshusinv,u),0 < v <27, —00 < u < 00.

Entao
X, X X,

N:—:
| X x X, ||

(—sechu cos v, —sechu sin v, tanh u)

E = (X,,X,) =cosh’u, F = (X,, X,) =0,G = (X,, X,) = cosh®u
€= <N7qu> = _17f = <N7X1w> - 0,9 - <N7va> =1

com isso
eG —2fF +gE  (—1)cosh’u+ cosh®u

H= =
2(EG — F?) 2(cosh? u cosh? u — 02)

=0.

Portanto o catendide € um exemplo de uma superficie minima.

5 Conclusao

O problema de Plateau é um classico problema na teoria das superficies
minimas, que relaciona conceitos fundamentais da geometria diferencial. Nesse
resumo definimos o conceito de superficie minima através do problema, utili-
zando resultados importantes como a primeira forma fundamental para o calculo
de area e mostranto que essas superficies possuem curvatura média nula. Pode-
mos classificar o problema de Plateau como uma das principais formas de definir
o conceito de superficie minima.
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