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Resumo: A matematica € uma ciéncia que surgiu com o desenvolvimento da
humanidade e esta em constante transformacdo. Desde entdo, sdo inUmeras as
descobertas e mudancas ocorridas ao longo do tempo. Atualmente diversas areas da
Ciéncia abrangem a mesma, o que antes era desenvolvido apenas na matematica hoje
€ colocado em pratica nas diferentes situa¢des do cotidiano. S&o varios os ramos da
Matematica, uma delas é o Calculo Diferencial e Integral que foi desenvolvido através
do estudo de Newton e Leibniz considerados os pioneiros do mesmo, dai em diante vem
sendo reconstruido e reinventado cada vez mais. Neste trabalho, de cunho bibliografico,
estudaremos sobre uma aplicacdo importante das derivadas, os problemas de
otimizacdo. Para isto, veremos alguns conceitos que nos auxiliardo no entendimento
dos problemas, como a definicdo de funcdo crescente e decrescente, maximos e
minimos e os testes de primeira e segunda derivada. Por fim, faremos exemplos
préticos, envolvendo area e volume, encontrados no dia a dia.
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1. Introducéo

O Calculo Diferencial e Integral surgiu através do estudo de dois dos
grandes nomes das Ciéncias: Newton e Leibniz. Este ramo da matematica
estuda sobre os conceitos de Limites, Derivadas e Integrais, 0s quais podem ser
aplicados ao calculo de areas e volumes e também problemas de otimizacéo
(maximos e minimos). Nossos estudos se dardo sobre aplicacfes da derivada,
mais especificamente sobre problemas de otimizacao.

O estudo das derivadas se inicia na sua interpretacdo geomeétrica.

“[...] a interpretacdo geométrica de derivada de uma funcgéo é a
inclinagcdo da reta tangente ao grafico da funcdo em um ponto.
Esse fato possibilita-nos aplicar derivadas como recurso auxiliar
no esbogo de gréficos. Por exemplo, podemos usar a derivada
para determinar os pontos onde a reta tangente é horizontal;
esses sdo 0s pontos onde a derivada € zero. A derivada também
pode ser usada para encontrarmos 0s intervalos nos quais a
fungédo esta acima ou abaixo da reta tangente.” (LEITHOLD,
1994, p. 217).
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A partir dessas utilizagcbes da derivada de uma fungdo, podemos
determinar quais sao os valores maximos e minimos que esta fungéo pode atingir
em um determinado intervalo.

Os problemas de otimizacdo tém por finalidade encontrar uma solucéo
eficiente a partir dos dados fornecidos inicialmente. Nesse trabalho veremos a
definicdo de derivadas, além de outros conceitos essenciais para o0 seu
desenvolvimento, e também faremos exemplos que demonstram a aplicabilidade
da otimizacdo na nossa realidade, que é algo que estd presente no nosso
cotidiano e que por vezes nao percebemos.

2. Objetivo

Temos por objetivo mostrar uma aplicagdo das derivadas através de
problemas de otimizagdo. Mais especificamente, daremos exemplos de
situacOes que podemos encontrar no cotidiano envolvendo maximos € minimos
de uma funcao, através de area e volume.

3. Metodologia

Este trabalho é uma pesquisa bibliografica e, portanto, fez-se necessario
o estudo sobre artigos, livros e materiais dispostos na internet sobre o tema
abordado, que é a Derivada de uma funcéo real e suas aplicacbes, mais
especificamente o estudo de maximos e minimos de uma funcdo atraves de
problemas de otimizacao.

A seguir veremos as definicbes e conceitos necessarios para os estudos
de maximos e minimos, os quais foram retirados de LARSON, 2016.

Definicdo 1 (Funcéo Crescente e Decrescente). Seja f uma funcéo definida em
umintervalol e x;,x, €1

(i) f € crescente em | quando x; > x, = f(x;) > f(x,).

(ii) f &€ decrescente em | quando x; > x, = f(x;) < f(x;).

Definicdo 2 (Ponto critico). Se f esta definida em c, dizemos que c € um ponto
critico se f(c) = 0 ou f(c) nédo existe.

Teorema 1 (Teste da primeira derivada). Seja f continua no intervalo (a,b), no
qgqual ¢ € o Unico numero critico. Se f for derivavel no intervalo (exceto,
possivelmente em c), entéo f(c) pode ser classificado como um minimo relativo,
maximo relativo ou nenhum dos dois.

(i) Se no intervalo (a,b),f'(x) é negativa a esquerda de x = ¢ e positivo a direita
de x = c, entéo f(c) € um minimo relativo.

(i) Se no intervalo (a,b),f'(x) € positivo a esquerda de x = c e negativo a direita
de x = c, entdo f(c) € um maximo relativo.

(iii) Se no intervalo (a, b), f'(x) é positiva em ambos os lados de x = ¢ ou negativo
em amos os lados de x = c, entdo f(c) ndo é um extremo relativo de f.
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Definicdo 3 (Extremos relativos ou locais). Seja f uma funcéo definida em c.

(i) f(c) € um méaximo relativo de f se houver um intervalo (a, b) contendo c tal que
f(x) < f(c) para todo x em (a, b).

(i) f(c) € um minimo relativo de f se houver um intervalo (a, b) contendo c tal que
f(x) = f(c) para todo x em (a, b).

Se f(c) € um extremo relativo de f, entdo se diz que o extremo relativo ocorre em
X =_C.

Definicdo 4 (Extremos absolutos ou globais). Suponha que f esteja definida em
um intervalo I contendo c,

(i) f(c) € um maximo absoluto de fem 1 se f(c) < f(x) para cadax em L.

(i) f(c) € um minimo absoluto de fem I se f(c) = f(x) para cada x em .

Os valores de maximos e minimos absolutos, sdo simplesmente chamados de
maximos e minimos de fem I.

Teorema 2 (Teste da segunda derivada). Suponha que f'(c) = 0 e que {" exista
em um intervalo aberto contendo c.

() Se f'(c) = 0 > 0, entdo f(c) € um minimo relativo.

(i) Se f'(c) = 0 < 0, entdo f(c) € um maximo relativo.

(i) Se f"(c) = 0, entdo o teste falha. Em tais casos, € possivel usar o teste da
primeira derivada para determinar se f(c) € um minimo relativo, um maximo
relativo ou nenhum dos dois.

4. Resultados

Veremos a seguir alguns problemas de otimizacdo que podem ser
encontrados no cotidiano.
Exemplo 1 (Otimizagdo de Area). Seu Joaquim quer construir um cercado para
criacdo de galinhas, com formato retangular de 600 m?. Trés dos lados serédo
construidos de arame a um custo de R$14,00 por metro e o quarto lado de tijolos
e cimento a um custo de R$28,00 por metro. Quais dimensdées minimizardo o
custo para seu Joaquim?
Solucdo: Vamos considerar para a resolucdo um retangulo de base medindo x
m e largura medindo y m. Trés desses lados custam R$ 14,00, entdo o custo
sera: 14x + 14y + 14y. E o quarto lado tera custo de: 28x. Assim, 0 custo total
serd: C = 14x + 14y + 14y + 28x = 42x + 28y.
Como a area do terreno é 600 m? e sabemos que a area do retangulo é dada por

A =x =y, entdo 600 = x = y. Isolando a variavel y, temos y = 62—0

Substituindo na fungéo do custo: C(x) = 42x + 28 (6%0) = C(x) =42x + —16'::00

Agora derivamos a funcdo custo e igualamos a 0 (zero) para determinar os

iti Y 16.800
pontos criticos C'(x) = 42 — >
Logo,C'(x) =0 = 42 — 220 = 0= 2280 - 42 = 4242 = 16,800 = x2 = 12
. ¥ 42

16.800 _ 16.800
= x?2 =400> x = +V400 = x = +20
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Por se tratar de medidas escolhemos x = 20 m. Para saber se este valor é
realmente o ponto de minimo, basta utilizar o teste da segunda derivada. Assim,
calculando a derivada segunda da funcao custo, obtemos
33600
C”(X) —

x3
33600 __ 33600

Aplicando x = 20, C"(20) = % = oo = 4,2 > 0. Portanto, x = 20 é o ponto
600 _ 6

de minimo. Se x = 20m, entdo y = = 2000 = 30m.

Essas dimensfes determinam o custo minimo para a constru¢do do cercado.
Para encontrar o valor minimo, basta substituir os valores encontrados na funcéo
do custo total e descobrir o valor que sera pago por seu Joaquim:

C=42x+ 28y =42 20+ 28 * 30 = 840,00 + 840,00 = 1.680,00

Exemplo 2 (Otimizagdo de Volume). Pensando numa possivel seca, um
fazendeiro resolveu construir uma cisterna que fornecera agua para os animais
presente em determinado cercado. Ele observou que 10.000 L de agua seriam
suficientes para suprir as necessidades desses animais e que desejaria construi-
la a um preco acessivel. Quais as possiveis medidas do raio e da altura dessa
cisterna, sabendo que ela possuira formato cilindrico e que néo precisara de
tampa?

Solucdo: O fazendeiro precisa construir uma cisterna cilindrica (aberta
superiormente) para comportar 10000 L de agua. Como 1000L = 1m3 =
10000L = 10m3. Ou seja, o volume da cisterna deve ser 10 m3. Assim, deseja-
se descobrir as dimensdes do raio e da altura da cisterna para que o custo seja
minimo. Temos que Area do cilindro = Area da base + Area lateral = nr? +
2nrh. E o volume é dado por V = A, * h = nr?h

ComoV =10= 10 =nr*h > h = nl—oz Substituindo na formula da area, teremos

10 20
= nr’+ —
Derivando a funcédo da area e igualando a zero, obtemos 0S pontos criticos,
20 20 10 3110
Ar)=0=2mr——=0=22mr=— =210=nr’ =2 r¥*=—=r= |—
r Tr T T

Observe que

40 40 407
A'(r) = 2nt+— =2n+——=2n+—=2n+4m =61 >0
T 3[10) 5 10
k3
Logo, o raio encontrado € o ponto de minimo. Fazendo © = 3,14, temos que o
. . , 10 10
raioserd&:r = |— = 1,47126 e alturaserd h = = 2,16461.
3,14 3,14%(1,47126)2
Portanto, as medidas do raio e da altura da cisterna para que o fazendeiro tenha
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0 custo minimo na construcdo serdo de aproximadamente 1,47 m e 2,16 m,
respectivamente.

5. Concluséo

Atualmente, busca-se apresentar a matematica como uma area que pode
ser utilizada no nosso dia a dia e desmistificar a ideia de que é uma ciéncia
pronta e acabada e que normalmente ndo se usa além das barreiras escolares.
O Calculo Diferencial e Integral, vem se mostrando uma excepcional aliada
nessa transformacédo, uma vez que se mostra cada vez mais eficiente na
descoberta de novos métodos que auxiliam nos problemas rotineiros, que
normalmente néo teriam tanta importancia para a matematica.

Nota-se a presencga do Calculo Diferencial e Integral nas mais diversas
areas em que na maioria das vezes era inimaginavel trabalhar, que possui sua
eficacia e com a modelagem dos problemas de otimizacdo podemos chegar a
resolucdes importantes de modo rapido e nos diversos campos de pesquisa e
producéo.

Dessa forma, vemos o quanto a matematica bem como as derivadas sao
essenciais para o desenvolvimento humano. Que vai desde a problemas simples
como o célculo do custo minimo em relagéo a construcdo em determinada area
até a procura de medidas importantes, considerando o contexto e as informacgdes
fornecidas pelo problema.
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