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Resumo: O presente trabalho trata de algumas aplicacoes de equacdes di-
ferencias ordinarias (EDQO) na fisica, sdo elas: funcao horaria da posicao; funcao
horaria da velocidade e a equacao de Torriceli, todas pertencentes ao movimento
uniformemente variado (M.U.V). Além disso, é andlisado o langamento de um ob-
jeto obliguamente, com trajetdria descrita por uma parabola, no qual sédo consi-
deradas somente duas forgcas atuando sobre ele, forga do impulso inicial e a forga
peso, fazendo uso dos conteudos de derivadas, integrais e equacoes diferenciais
ordinarias lineares para responder o problema proposto. O problema apresen-
tado é objeto de estudo da balistica em fisica mecénica, voltada principalmente
para a analise do trajeto percorrido no lancamento de projetéis de armas de fogo.

Palavras-chave: velocidade intantdnea. aceleracao intantadnea. langamento
obliquo.

1 Introducao

O langamento de objetos sobre a Terra, ficam a mercér de 3 forgas, a
forgca utilizada para iniciar o movimento, a forca de resisténcia do ar e a foga
peso, segundo a segunda Lei de Newton (Principio Fundamental da Dinamica)
contida em sua obra prima Principia, temos que o médulo da for¢a aplicada pode
ser dado pelo produto entre a aceleragao e a masa (m) do objeto, sabendo que a
aceleragéo da gravidade é aproximandamente g = 9,8m/s?, valor da aceleragdo
gue atrai os objetos para a terra, a forca peso pode ser dada por P = —gm.

O sinal negatico se da pelo fato de que, a forca peso se encontra oposta a
forga utilizada inicialmente para langar o objeto para cima.

O lancamento obliquo é objeto de estudo da balistica, area da fisica meca-
nica que estuda o movimento de projetéis, principalmente a trajetoria de balas de
armas de fogo, faz uso das grandezas fisicas velocidade e aceleragéo instanta-
neas, que sao respectivamente, derivada de primeira ordem e de segunda ordem
da funcédo que determina a posicao do objeto em movimento. Neste artigo, va-
mos trabalhar com um langamento obliquo onde sobre o objeto somente atuam
duas forgas, a for¢ca de impulso inicial e a forga peso a responsavel pelo en-
cerramento do movimento. Para um pleno entendimento do problema abordado
€ necessario conhecimentos sobre derivadas, integrais e equacdes diferenciais
ordinarias (EDO) lineares.
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2 Preliminares

Se faz necessario estabelecer a difirenca entre velocidade e aceleracao,
médias e instantdneas. Inicialmente considere o deslocamento de um corpo,
descrito entre as variaveis t (tempo) e x (comprimento percorrido), a velocidade
média ou média da velocidade é dada pela divisdo entre a variagdo do com-
primento pela variagdo do tempo. Sendo x; posigo final, x; posi¢&o inicial, t;
tempo final e t; tempo inicial, como x depende da variavel r, temos a equacao

_ x(tp) = x(t;)

Vip= —— 1 (1)

lr—1;

A velocidade instantanea é a velocidade do corpo em determinado instante
t, ou seja, cada posicao x esta associado a um intante de tempo t, entdo como
calcular a sua velocidade exatamente no instante t?

Para descobrirmos tal velocidade vamos escolher t; = t e ty = t+ At 0 mais
proximo possivel do instante t, ou seja, t; — ¢*. Portanto, At =t -t — 0.

Dessa forma, temos que a velocidade instantanea no instante t € dada por,

x(tf) —x(1) ,
T 2
At x(8) ()

Sobre a aceleragdo média, sabemos que ela é obtida através da divisao entre
a variacao da velocidade pela variacdo do tempo

V(#) = lim
At—0

AV V=V
Attt

am

Sendo Vy e V; as velocidades nos intantes ¢ e t;, respectivamente, a ace-
leracdo instantanea € obitidada de forma semelhante a velocidade intantanea,
ou seja, queremos encontrar o valor da aceleracdo no instante t, com ¢; =t e
tr—1t", At—0

V(it+AD)-V(t
a(t) = lim a,, = lim ( ) ()
At—0 At—0 At

Portanto,
a(t) =V'(t) = x"(r) (3)

3 Alguns resultados que envolvem velocidade e ace-
leracao
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3.1 Funcao horaria da velocidade no M.U.V

Movimento Uniformemente Variado (M.U.V) é caracterizado por possuir a
aceleracao instantanea constante igual a a. Assim, a equacao (3) se transforma

na EDO
dv

a=—.
dat
A EDO (4) é separavel. Resolvendo-a, encontramos a solugéo

(4)

Vp=Vi+a-A (5)

A equacao (5) é conhecida como funcao horaria da velocidade. Em particular,
se t; =0, obtemos a equacéo classica

Vi) =V;+at. (6)

3.2 Funcao horaria do espaco no M.U.V
Substituindo (6) em (2) e considerando t; =0 e ¢y = t obtemos
dx=(V;+at)dt. (7)

Lembrando que V; e a aceleracdo sao constantes, a solugdo da EDO (7) é
conhecida como equacao da fungéo horaria de posicao

t—z
xf:x,-+V,-t+a?. (8)

3.3 Equacao de Torriceli no M.U.V

Elevando (6) ao quadrado

VZ=V?+2atVi+a*t?. (9)
Da equacao (8) obtemos
tz
xp—xi=Vit+a— (10)
NG 2

Ax

Substituindo (10) em (9) obtemos a equacao de Torriceli.

V2 =V?+2aAx. (11)
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3.4 Lancamento de objetos obliquamente

Considere o lancamento de um objeto de massa igual a m, com traje-
toria descrita pelo grafico abaixo, com o eixo y perpendicular ao solo e 0 eixo x
paralelo

Se desprezarmos a resisténcia do ar, temos somente duas forgas agindo so-
bre 0 objeto sendo elas F; a forga aplicada para iniciar o movimento e F, a forga
peso F, = —gm. Observe que, a forca que gera 0 movimento F; possui em sua
direcdo uma certa inclinagdo com o eixo x, denotado aqui por a.

Pela segunda Lei de Newton F, = a;m, sendo a; a aceleracao correspondente
a forca aplicada inicialmente, como F; é uma for¢a que possui inclinagdo com o
eixo X, ela pode ser decomposta em duas forcas

Fiy=aymcos(a) e Fr1y=aymsen(a).

Dessa forma, temos como forca resultante das forcas horizontais F,, e das verti-
cais F,, dadas por

F.y=Fy=macos(a) e Fry=F1y+ F> = ma,sen(a) — gm.

Como F,, e F;, sé&o forgas, temos pela segunda Lei de Newton que

F, —F mdzx
=ma =m—
rx X rx dr?
dzy
Fry = ma, <= Fry = MW
Assim,
d®x d?
o a cos(a) e ol aysen(a) — g

Denotemos por S = (x(1), y(t)) o vetor posi¢ao do objeto. Como
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ar = (aj cos(a), a; sen(a) — 8) e Vr = (v1cos(a), v sen(a) — gt)

temos

) t?
S=(x(),y) =|S1cos(a),Sysen(a) —g? = y() =xtgla) - g?

Note que ndo ha aceleracdo ou desaceleracao sobre o corpo em relacao
a forga horizontal, assim como também nao existe uma variacdo em sua ve-
locidade. Por esse motivo a aceleracao relacionada a forca F,, € nula, dessa
maneira a; = 0. Assim,

8 2
=———2° ¥ +tg(a)-x.
y 2v2cos?(a) §(a)

A funcéo y € uma parabola que toca o eixo x em xp =0 e

B 2tg(a) vfcosz(a)
p .

xf

e . +
Além disso, y(*5L

s 2v1sen(a)
e e

) € 0 valor maximo de y e o tempo que o objeto chega ao chao

4 Conclusao

De acordo com o proposto no inicio do trabalho, sdo expostas alguns resul-
tados que fazem o uso de aceleragdo e velocidade instantaneas, principalmente
a interferéncia de tais grandezas fisicas em um lancamento obliquo, fazendo uso
dos conteudos de equagdes diferenciais ordinarias (EDO) lineares, para resolver
o problema proposto, sendo assim, possivel determinar uma parabola que rela-
ciona as variaveis x(t) e y(t), variaveis que estabelecem a posicdo em que se
encontra o objeto langado obliquamente.
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