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TEOREMA DE FENCHEL
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Resumo

Neste trabalho abordamos o teorema de Fenchel, lembrando alguns concei-
tos basicos da teoria das curvas regulares do plano R?, bem como do espago R?.
Essas curvas, caracterizam-se por admitir, em cada um de seus pontos, uma reta
tangente, o que nos conduzira ao fundamental conceito de curvatura de curva.
Essa abordagem viabiliza a introdugao de conceitos geométricos, e através des-
ses conceitos, aplicando ao caso da indicatriz tangente de uma curva de espacgo
fechado, deduzimos o teorema de Fenchel.
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1 Introducao

Na teoria de curvas diferenciaveis no plano e no espaco, alguns teoremas
ocupam destaque devido suas aplicagdes em diversos outros resultados. Pode-
mos citar o teorema fundamental da teoria das curvas e a formula de Crofton
como exemplos desses teoremas centrais. Neste trabalho, usamos as principais
definicoes e alguns desses teoremas, como base para o entendimento da prova
do Teorema de Fenchel. Este teorema, é um resultado global que utiliza direta-
mente a formula de Crofton em uma curva fechada no espaco. A ideia € apenas
relacionarmos o teorema principal do trabalho com resultados ja conhecidos da
teoria local de curvas no plano e no espago.

2 Objetivos

Apresentar o teorema de Fenchel, invocando alguns resultados importantes
no estudo de geometria diferencial das curvas, para compreensao da demonstra
cao do teorema.
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3 Metodologia

Através do uso dos capitulos iniciais do livro: Keti Tenenblat, Introducédo a
Geometria Diferencial, damos alguns conceitos basicos para a compreensao do
conteido. Elementos de Calculo diferencial e Algebra linear sdo usados como
preliminares para o enunciado do teorema, bem como para a sua compreensao.

4 Resultados

4.1 Conceitos preliminares

Uma fungao vetorial f : (a,b) — R*é C*(k = 0,1,2,...) se f e suas primeiras
k derivadas f', f”, ..., f*) existem e sdo todas continuas.Dizemos que f é suave
se f é C* para cada inteiro positivo k.

Dizemos que uma curva parametrizada o : I — R3 para algum intervalo
I = (a,b)ou [a,b] em R é regular se o/(t) # 0 paratodos t € I.

O conceito fundamental subjacente a geometria diferencial das curvas é o
comprimento de arco de uma curva parametrizada.

Definicao 1. Se a : [a, b] — R? for uma curva parametrizada, entao para qualquer
a <t < b, definimos seu comprimento de arco de a at como sendo S(t) =

Jo Nl ()| du.
Ou seja, a distancia que uma particula percorre. Seja « : [a,b] — R?® uma
curva parametrizada por partes-C'. Escrevendo
b
L(a) = / || (t)]|dt. onde L é o comprimento
Temos que, se ||/(t)|| = 1 para todo ¢ € [a, b], dizemos que a curva « € parame-
trizada pelo comprimento de arco.

Observal¢ao 1. Do ponto de vista teorico, qualquer curva parametrizada regular
pode ser reparametrizada pelo comprimento de arco.

4.2 Curvas no Espaco

Seja o uma curva parametrizada por comprimento de arco, entdo «'(s) é o
vetor tangente unitério a curva, que denotamos por 7'(s).

Assumindo T"(s) # 0, definimos o vetor normal por N(s) = % e a curva-
tura por K(s) = ||T'(s)||. Até agora,temos

T'(s) = K(s)N(s)

Assumindo K (s) # 0, define-se o vetor binormal por B(s) = T'(s) x N(s). Com
isso {T'(s), N(s), B(s)} formam uma base ortonormal de R3.
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A torgéo é defina por 7(s) = N'(s)B(s), isso nos da
N'(s) = —K(s)T(s) + 7(s)B(s)

Sabemos que
B'(s)B(s) =0,B'(s)T(s) = =T'(s)B(s) =0

B'(s)N(s) = —=N'(s)B(s) = —7(s)

Portanto
B'(s) = —7(s)N(s)

Os vetores T"(s), N'(s), B'(s) sao as formulas de Frenet.

Proposicao 1. Para qualquer curva parametrizada regular «., temos

_ [le" x|

K=——71H—.
[le/]f?

Proposicao 2. Uma curva do espacgo € uma reta, se e somente se sua curvatura
for 0 em todos os pontos.

Proposicao 3. Uma curva do espaco é plana, se e somente se sua tor¢do for 0
em todo ponto.

As Unicas curvas planas com curvatura constante diferente de zero sao (porgoes
de) circulos.

Proposicao 4. (Forma canénica local) Seja o uma curva parametrizada por com-
primento de arco suave(C® ou melhor). Se a(0) = 0, entdo para s préximo de 0,
temos

K? K? K/ K
afs) = (s — ?053 + - )T(0) + (7052 + ?053 + - )N(0) + (%Tos?’ +--+)B(0).
Onde Ky, 79, € K|, denotam respectivamente, os valores de K, 7y, K em 0 e
lim — = 0.
s—0 S

A nocao fundamental em geometria € a de congruéncia: quando duas figuras
diferem meramente por um movimento rigido? Se a curva o* € obtida a partir da
curva « realizando um movimento rigido (¥ : R? — R3, com ¥(X) = AX+B,B €
R3 e A matiz ortogonal 3 x 3 com det(A) > 0), entdo as férmulas de Frenet em
pontos correspondentes diferem por esse mesmo movimento rigido, e a torgao
das armacgoes deve ser a mesma.

A curvatura total de uma curva fechada no espaco, que € a integral de sua
curvatura, isto é, se o : [0, L] — R3 é uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco, com «(0) = «(L),a/(0) = &/(L), e &' (0) = (L), entdo sua curvatura
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total é fOL k(s)ds. Podemos interpretar geometricamente essa quantidade da se-
guinte forma: A aplicacao de Gauss de « é aplicacao na esfera unitaria, X, dado
pelo vetor tangente T': [0, L] — X; sua imagem, T, é classicamente chamada de
Indicatriz tangente de «.

Teorema fundamental da teoria das curvas: Duas curvas de espago C e C*
com curvatura diferente de zero sdo congruentes se, e somente se as parame-
triza ¢Oes de arco correspondentes «, a* : [0, L] — R3 tém a propriedade de que
K(s) = K*(s) e 7(s) = 7*(s) para todos s € [0, L].

Proposicao 5. (Féormula de Crofton) Seja ' uma curva C* por partes na esfera.
Entao

1 . .
L) = 1 / #(INEH)de (Aqui d¢ representa o elemento de area em ¥.)
b
= 7 x (numero médio de intersecdes de I' ¢/ todos os grandes circulos).

Para entender a formula acima, devemos considerar « : [0, L] — X a parametri
zacao pelo comprimento de arco de I', e definindo F : [0, L] x [0,27] — X por
F(s,¢) = &, onde ¢+ é o grande circulo de angulo ¢ entre T' e a(s). F toma
valores em ¢ exatamente #(I' N &1) vezes, isto é, F' é uma parametrizagéo de T,

e assim temos:
Lor2m 9F  OF
rde:// X —
[#mnenae= [ [T 150500

Aplicando isso ao caso da indicatriz tangente de uma curva de espaco fe-
chado, deduzimos o seguinte resultado classico.

4.3 Teorema de Fenchel.

Teorema 1. A curvatura total de qualquer curva fechada no espacgo é de pelo
menos 2w, e a igualdade ocoore se e somente se a curva for uma curva plana
fechada simples (convexa).

Demonstracdo. Seja I' a indicatriz tangente de nossa curva de espaco. Se C
€ uma curva plana fechada simples, entdo I' € um grande circulo na esfera.
Entao a indicatriz tangente atravessa o grande circulo exatamente uma vez e
fc Kds = 2m.

Para provar a reciproca, por nossas observacoes anteriores, I' deve cruzar
¢+ para quase todos ¢ € ¥ e,portanto,deve cruza-lo pelo menos duas vezes,e
assim segue da Férmula de Crofton que [, Kds = L(T') > 1(2)(4w) = 27. Agora,
afirmamos que se I' € uma curva fechada e conectada em X de comprimento
> 2, entdao I' esta em um hemisfério fechado. Segue-se, entdo, que I" é uma
indicatriz tangente de comprimento 2w. Segue-se que a curva é plana e a indi-
catriz tangente atravessa o grande circulo precisamente uma vez,o que significa
que K > 0 e a curva € convexa.
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Para provar a afirmagao, procedemos da seguinte forma: Suponha £(I") < 27.
Escolha P e Q em I' para que os arcos ['; = 156\2 el = @\3 tenham o mesmo
comprimento. Escolha N que divide o arco do grande circulo mais curto de P
para Q. Por conveniéncia, giramos a imagem de modo que N seja o polo norte
da esfera. Suponha agora que a curva I'y, deveria, entrar no hemisfério sul, deixe
T, denotar a reflexdo de I'; através do polo norte. Agora, I'; UT; é uma curva
fechada contendo um par de pontos antipodas e mais longa do que o grande
circulo. Como I'; UT; tem 0 mesmo comprimento que I, vemos que o £(T') > 27,
0 que € uma contradicao. Portanto I" de fato esta no hemisfério norte. O

5 Conclusao

O teorema de Fenchel é um classico teorema na teoria global de curvas,
gue relaciona conceitos fundamentais em Geometria. Aqui, foi feito uma abor-
dagem muito sucinta, apenas citando os elementos principais para uso na prova
do teorema. Podemos ainda classifica-lo como uma das principais aplicacdes da
formula de Crofton.
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