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Resumo

Aplicacdes de algebra linear sao rotineiramente usadas em diversos proble-
mas. Uma delas é na resolucdo de sistemas de EDO’s que frequentemente sao
vistos em problemas de areas como engenharia, fisica, quimica, entre outras.
Fazendo o uso da nogao de autovalores, autovetores e diagonalizagao € possivel
resolver sistemas lineares que sao associados a matrizes diagonalizaveis. Um
sistema de EDO’s lineares de primeira ordem se torna trivial quando ao passar-
mos para a forma matricial aparece uma matriz diagonal, neste caso, o sistema
é dito desacoplado onde cada derivada depende apenas da funcao particular,
sendo facil sua resolugao apenas com uso do calculo. Através de algoritmos en-
contramos autofungdes que sao a chave para se resolver sistemas de equacgodes
diferenciais.
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1 Introducao

Em muitos problemas aplicados nas diversas areas, aparecem frequente-
mente sistemas de equacgdes diferencias. Um método eficaz na solugao desses
sistemas € dado quando a matriz associada é diagonalizavel, neste caso, po-
demos utilizar os conceitos da algebra linear para obter as solugoes desejadas,
expressando a solugao geral desses sistemas em termos dos autovalores e auto-
vetores dessa matriz, este processo é bem simples comparado a outros métodos
utilizados para resolver estes sistemas. Neste trabalho, veremos com detalhes
como conseguimos obter autofuncdes que solucionam esses sistemas em que
a matriz associada é diagonalizavel, tendo em vista que quando trabalhamos
com uma matriz diagonal o sistema se apresenta desacoplado, isto é, cada de-
rivada vai depender apenas da fungao particular, sendo possivel resolver esses
sistemas apenas com o uso do calculo.
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2 Objetivos

Mostrar de maneira direta e objetiva uma aplicagéo da algebra linear para faci-
litar a resolucao de sistemas de EDQ’s lineares. Exibir um método eficiente para
conseguirmos as solucdes destes sistemas quando os mesmos se apresentam
associados a matrizes diagonalizaveis.

3 Metodologia

Iremos analisar como podemos utilizar a algebra linear para encontrar as
solucdes de sistemas de equacgdes diferenciais. Primeiramente veremos o que
sdo autovalores e autovetores e como eles se associam a uma matriz diagona-
lizavel. Em seguida sera apresentado como podemos utilizar-los no processo de
resolucao destes sistemas.

3.1 Nocoes iniciais

Seja T : V — V uma transformacao linear. Nesta subsecao estamos inte-
ressados em saber quais vetores sao levados em um mudltiplo de si mesmo, isto
significa dizer que estamos procurando um vetor v € V' e um escalar A € R tais
que Tv = X - v, neste caso, Tv sera um vetor de mesma diregao que v. Note
que v = 0 satisfaz a equagao Tv = A - v, para todo A. lremos nos preocupar em
determinar vetores v # 0 tais que Tv = X - v, 0 nUmero real A\ sera chamado
autovalor ou valor caracteristico de 7', e o vetor v serd denominado autovetor ou
vetor caracteristico de 7. Formalizemos este conceito.

Definicao 1. SejaT : V — V um operador linear. Se existem v € V, v # 0,
e\ € R tais que Tv = X\ - v, dizemos que v € um autovetor associado a \, € o
numero \ é denominado um autovalor de T' associado ao autovetor v.

Dizemos que T é diagonalizavel se existir uma base de V' formada por auto-
vetores de 7'. Faremos uso disto mais adiante.

3.2 Resolucao com uso da algebra

Em muitos problemas aplicados em fisica, quimica e principalmente em en-
genharia varias grandezas variam continuamente com o tempo e acabam se re-
lacionando através de equacoes diferenciais formando sistemas como o descrito
abaixo:

zi(t) = anx(t) + -+ a1, (t)
(

ro(t) = anxi(t) + -+ agnwn(t) (1)

h(t) = ammi(t) 4+ + Gppaa(t)
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onde z;(t),--- ,x,(t) sdo fungdes diferenciaveis, x(t),-- -,z (t) sdo suas de-
rivadas e os coeficientes a,; sdo constantes. Escrevendo (1) como

X'(t) = AX(t) (2)
onde
(1) z'(t) aip -+ Qin
X(t) = , X'(t)= e A=
2, (t) 'n(t) p1 - Gy

vemos sem dificuldade a linearidade de (2). De fato, se z;(t) e x2(t) s@o solugoes
de X'(t) = AX(t), entdo ax;(t) + Sz2(t) também serda uma solugao, pois

(axy(t) + Bra(t))" = ax’(t) + Bas(t)
= aA.x(t) + fAxy(t)

Além disso, percebemos que a fungao identicamente nula € uma solugao (trivial)
de (2).

Pelo que foi mencionado acima, o conjunto de todas as solugdes de (2) é um
subespacgo do conjunto de solugbes de todas as fungdes continuas com valores
no R™. Em particular sempre existe um conjunto fundamental de solugdes para
(2). Se A é uma matriz de ordem n x n, entdo existem n fungdes linearmente
independentes num conjunto fundamental, e cada uma das solucdes de (2) po-
dera ser como combinacao linear dessas n funcdes de maneira uUnica. Isto é,
um conjunto fundamental de solugées é uma base para o conjunto de todas as
solugdes de (2).0u seja, dado um vetor X, o problema de valor inicial sera a
busca pela unica funcao X (¢) tal que

X'(t)=AX(t) e  X(0)= X,

Além disso, se A é matriz diagonal, as solugdes de (2) podem ser obtidas
através de calculo basico. Por exemplo, se considerarmos

ol =D ) o) @
ou seja,
{uffy = 2l “

Um sistema como em (3) é chamado desacoplado, pois cada derivada de-
pende apenas da funcao particular, e nao de uma combinagao ou "acoplamento’de
z1(t) e zo(t), caso ndo seja uma matriz diagonal é interessante trabalharmos
com uma diagonalizavel. Sabemos pelo calculo que as solugdes de (4) sao
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21(t) = c1e® e x5(t) = e, para todas contantes ¢; e ¢,. E importante ob-
servar que cada solucao de (3) podem ser escrita na forma.

w(t)| _ cre’ _ Ll s Of s

|:l’2(t):| N |:026_5t T R P
Isso nos sugere que para a equagao geral X'(t) = AX(t) qualquer solugao pode
ser uma combinacao linear da forma:

X(t) = Ve (5)

Onde \ é um escalar e V um vetor ndo-nulo, pois se V' = 0, X (t) sera a fungao
identicamente nula, satisfazendo X'(t) = AX(¢). Se multiplicarmos os dois lados
de (5) por A temos que

AX(t) = AVeM

por V' ser um vetor constante obtemos que

X'(t) = \VeM
Tendo em vista que e nunca se anula entdo X'(t) serd igual a AX (t) se e s6 se
AV = AV, isto é, \ é autovalor de A e V' € o autovetor associado. Logo os pares
de autovalor/autovetor fornecem uma solugao do tipo
X(t)=VeM

para X'(t) = AX(t). Muitas vezes essas solucdes sdo chamadas de autofung¢des
da equacao diferencial e sao a chave para se resolver sistemas de equacoes
diferenciais, como veremos adiante.

4 Resultados

Veremos agora como solucionar um sistema de EDQO’s cuja matriz associada
€ diagonalizavel, neste caso podemos fazer uso dos conceitos vistos anterior-
mente, utilizando as autofun¢des encontradas para obtermos as solucoes.

Exemplo: Seja S o sistema de equagbes diferenciais lineares de primeira or-
dem descrito abaixo:

CJox(t) = 2m(1) + 232(1)
S'{xg(t) — 20 (t) + (1)

Iremos utilizar as autofuncgdes vistas anteriormente para calcular suas solugoes.
Primeiramente precisamos colocar S na forma de uma equacao matricial, fa-

zendo isso temos: /
o) - 3] ]
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A matriz A = E Zﬂ é diagonalizavel e tem como autovalores \; = 1 € A\, = 4,

seus autovetores associados serao:

R

as solugoes s;(t) = vieM! e sy9(t) = v,e*?! satisfazem a equagéo geral X'(t) =
AX(t), assim como qualquer combinacao linear entre s; e s, como ja vimos
neste trabalho. Tendo isto em vista, podemos fazer a combinagao linear que esta
descrito abaixo:

X (t) = crvieMt + cvge?!

Essa € dita a solugdo geral do sistema, e podemos obter a solugao geral
do exemplo em questao substituindo os valores de \;, A\ € vy, v,, S€NdO assim,
obtemos a seguinte solucao geral

-2 1 x1(t) = —2cie! + cpett
X(t)=c e +ec el =
(t) 1{1} o 1 2o(t) = cret + cpet

Desta forma obtemos as solucoes desejadas fazendo uso do conteudo visto

anteriormente, este método muitas vezes é essencial na resolucao de um sis-

tema de equacgOes diferenciais, sendo bem eficiente quando notamos que o sis-
tema que desejamos resolver é associado a uma matriz diagonalizavel.

5 Conclusao

Em vista dos argumentos apresentados, 0os conceitos de operadores diago-
nalizaveis da algebra Linear permite simplificar a resolugéao de sistema de EDO’s
lineares. Sendo possivel através dos conceitos vistos, encontrarmos as solugdes
destes sistemas mais facilmente quando estes sao associados a uma matriz di-
agonalizavel.
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